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Prezentare

Aritmeticd si Algebra — Ghid complet pentru Evaluarea Nationald este primul
volum al unui proiect in doud parti, realizat special pentru elevii de gimnaziu care isi doresc un
material clar, logic si complet pentru recapitulare si fixare.

Impreuni cu volumul al doilea, Geometrie — Ghid complet pentru Evaluarea Nationald
(geometrie pland si geometrie in spatiu), lucrarea formeaza un set unitar, care acopera Intreaga
matematicd de gimnaziu necesard pentru examen, dar si pentru o pregatire solida pe parcursul anilor
de studiu.

Ce gisesti In acest volum?

definitii, proprietati, reguli si formule esentiale, scrise concis si usor de retinut;
* explicatii intuitive, In limbaj accesibil, care clarificd ideile importante;

» exemple scurte, alese special pentru intelegere, fird colectii lungi de exercitii;
* atentiondri asupra greselilor frecvente, care apar des in evaludri si teste;

* notare si terminologie, cu accent pe corectitudine si coerenta.

De ce este util? Desi gandit in primul rand pentru Evaluarea Nationald, acest ghid este
foarte util si pe parcursul gimnaziului: definitiile, teoremele si proprietitile se uitd usor, iar aici
sunt adunate la un loc, Intr-o forma structuratd, clara si ,,prietenoasd”. Este un material potrivit
pentru recapituldri rapide, pentru completarea caietului de teorie, dar si pentru invdtarea corecta a
limbajului matematic.

Pentru cine este aceasta lucrare?

* elevi de gimnaziu care vor o teorie completd si bine organizatd;
* elevi care se pregitesc pentru Evaluarea Nationald si au nevoie de un ,,memorator” clar;

* pdrinti si profesori care doresc un suport de recapitulare si sistematizare.

Structura. Volumul I urmareste progresiv principalele capitole de aritmetica si algebra
studiate Tn gimnaziu, de la notiuni de baza pana la ecuatii, inegalitdti, sisteme, organizarea datelor si
functii, fiecare capitol fiind construit in acelasi stil: definitii — proprietdti — exemple — atentionari.

Impreund, cele doud volume oferd un ghid complet, coerent si practic, pentru matematica
din gimnaziu si pentru Evaluarea Nationald.
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Proprietatile operatiilor matematice in multimea numerelor naturale

Adunarea (in N). Pentru a, b, c € N:

— Inchidere: a+0b e N.

— Comutativitate: a+b=>b+ a.

- Asociativitate: (a+b)+c=a+ (b+c).
— Element neutru: a+0=04a =a.

— Monotonie: dacia < b,atuncia +c<b-+c.
inmultirea (in N). Pentru a,b,c € N:

— Inchidere: a-beN.

— Comutativitate: a-0=1>-a.

- Asociativitate: (a-b)-c=a-(b-c).
— Element neutru: a-1=1-a=a.

— Element absorbant: a -0 = 0.

— Monotonie: dacda < b, atuncia-c < b-c(pentru c € N).
Distributivitate. Pentru a, b, c € N:
a-(b+c)=a-b+a-c  si (a+b)-c=a-c+b-ec
Ex.:3-(44+5)=3-4+3-5.
Scaderea (in N). Pentru a, b € N, scaderea a — b este definitd in N doar dacéa a > b.

— Nu este comutativia: «a — b # b — a (In general).
— Nu este asociativa: (o —b) — ¢ # a — (b — ¢) (in general).

— Atentionare: « — 0 = a, dar 0 — @ nu este numar natural daca a # 0.
impértirea (in N). Pentru a,b € N, b # 0, cétul a : b este numir natural doar daca b | a.

— Nu este comutativa: «: b # b : a (in general).
— Nu este asociativa: (a:b) : c# a: (b: ¢) (in general).

— Atentionare: « : 0 nu are sens.

Numere pare si numere impare

Definitie. Un numdr natural n este par dacd existd &k € N astfel incat n = 2k.
Definitie. Un numadr natural n este impar daca existda k£ € N astfel incat n = 2k + 1.
Exemple: 0,2,4,6,8,...sunt pare; 1,3,5,7,9, ... sunt impare.

Atentionare: Orice numar natural este ori par, ori impar (nu poate fi si par si impar SAU
nici par nici impar).

18
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Teorema impartirii cu rest

Enunt (teorema impartirii cu rest). Pentru orice a,b € N, cu b # 0, existda doua numere
naturale unice, c si r astfel incat: a=0b0-c+r, 0<r<hb.

Cum se numesc:

a — delmpartit,

b — impartitor,

- ¢ —cat,

r — rest.

D=1 -C+R, 0<R<1I

Exemplu: 19 : 3 = 6, rest 1, se obtine: 19=3-6+1, 0<1<3.
Impirtirea la zero NU are sens. Deci impirtitor nenul: b # 0.

Restul trebuie sd respecte mereu conditia: 0<r<i.

De exemplu, dacd Tmpartitorul este 5, restul poate fi doar 0, 1, 2, 3 sau 4.

Dacd r = 0, atunci spunem cd Tmpadrtirea este exacta sia =b-c¢ <= bdivide a.

Catul si restul sunt unice. Adicd nu pot exista doud perechi diferite (c, ) care sa verifice
simultana =b-c+rsi0 <r <b.

Observatie (utila la unele exercitii): Dacia =b-c+ r,atunci: a — 7 =b - c.
Operatii cu puteri (reguli de calcul)

In aceasta subsectiune: baza si exponentul sunt numere naturale (a,b € N, iar m,n € N, dupa
caz; cand apare impartirea, presupunem a % 0 sau b # 0).

Produs de puteri cu aceeasi bazd: ™ - a" = ™™ Ex.: 23 .24 = 23+4 = o7
Impirtire (fractie) de puteri cu aceeasi bazi: T _gmgn = a™ ", cua#0,m>n
an
33
Ex: 5 =372=3-3 THTE= T2 72— 49
Produs de puteri cu acelasi exponent: a” - b" = (ab)"” Ex.: 2% - 5% =(2-5)% =10°
Impiirtire de puteri cu acelasi exponent: Z—n = % , am b= (a:b)", cub#0
83 8\ 3
Ex:43:(9 =23 =38 184 : 9% = (18:9)2* = 2 = 16

19
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Puterea unei puteri: (a™)" = ™" Ex.: (23)° = 235 = 215

Turnul de puteri (asociere la dreapta): o™ = (™" Ex.: 23° = 26%) = 29 = 512

Cazuri particulare:

a’ = 1, pentru a # 0 Ex.:5’ =1
at =a Ex.: 2! =2
1m=1 Ex.:16=1
0" = 0, pentru n € N* Ex.: 0" =0

Atentionare: 0° nu are sens.

Patrate perfecte si cuburi perfecte

« Pitrat perfect. Un numir natural n este patrat perfect daci existd & € N astfel incat n = k2.
Exemple: 0,1,4,9,16,25,36, ... sunt pitrate perfecte deoarece 0 = 02, 1 = 12, 4 = 22,
9=232%16=4225=5%36=06%...

» Ultima cifra si patratele perfecte (criteriu rapid).

— Daci un numdr natural are ultima cifra 2, 3, 7 sau 8, atunci sigur nu este pdtrat perfect.

— Dacd un numir natural are ultima cifra 0, 1, 4, 5, 6 sau 9, atunci ar putea fi pétrat
perfect, dar nu este sigur (trebuie verificat).

» Cub perfect. Un numir natural n este cub perfect daci existd k € N astfel incat n = £3.
Exemple: 0, 1, 8,27, 64,125, 216, . . . sunt cuburi perfecte deoarece 0 = 03, 1 = 13, 8 = 23,
27 = 33,64 = 43,125 = 53,216 = 63, . ..

 Un numdr poate fi si patrat perfect si cub perfect (ex.: 64 = 8% = 43).

Ultima cifra a produsului a doua numere naturale
Definitie (ultima cifra). Daca scriem numarul natural a sub forma
a = 10q + x, unde ¢eN si z€{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

atunci spunem cd ultima cifra a lui a este z  si scriem: U(a)=x

Idee. Ultima cifra a produsului a - b depinde doar de ultimele cifre ale lui a si b.

Reguli. Daci a se termind in cifra x si b se termind in cifra y (adicd z,y € {0,1,...,9}),
atunci ultima cifrd a lui a - b este ultima cifra a produsului « - y.
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Exemple

— Ultima cifrd a lui 37 - 58: ultimele cifre sunt 7 si 8, iar 7 - 8 = 56 = ultima cifra este 6.

— Ultima cifrd a lui 124 - 95: ultimele cifre sunt 4 si 5, iar 4 - 5 = 20 = ultima cifra este 0.

— Ultima cifra a lui 103 - 217: ultimele cifre sunt 3 si 7, iar 3 - 7 = 21 = ultima cifra este
1.

Atentionari

— Dacai unul dintre numere se termind in 0, atunci produsul se termina in 0.

— Dacd unul dintre numere se termind in 5 si celdlalt este par, atunci produsul se termina
in 0 (deoarece 5- numadr par se termind in 0).

Ultima cifra a puterii unui numar natural

Idee. Ultima cifra a lui @™ depinde doar de ultima cifra a lui a si se repeta periodic.

Cazuri simple. Pentru orice n € N*:
dacia =0 = a" setermindin0; dacia=1= U (a") =1,
dacia=5=U(5")=5; dacdia=6=U(6")=6.
Cicluri ale ultimei cifre (pentrun = 1,2,3,4,...).

Ultima cifrd a lui a | Ultima cifrd a lui a” (se repetd)
2 2,4,8,6 (perioada 4)
3,9,7,1 (perioadi 4)

4,6 (perioadi 2)
7,9,3,1 (perioada 4)
8,4,2,6 (perioada 4)

9,1 (perioada 2)

© 00 ~J b=~ W

Cum folosim ciclul.

— Daca perioada este 4, folosim restul lui n la impartirea cu 4.

— Dacad perioada este 2, folosim restul lui n la impartirea cu 2 (par/impar).
Exemple

— Ultima cifrd a lui 723: ciclul pentru 7 este 7,9, 3, 1 (perioadi 4).
23 : 4 are rest 3, deci ultima cifrd este a 3-a din ciclu: 3.

— Ultima cifrd a lui 91%°: ciclul pentru 9 este 9, 1 (perioadi 2).
Restul Tmpartirii lui 100 la 2 este zero. Deci ultima cifra este ultima din ciclu: 1.

— Ultima cifri a lui 312'°: U(312%)=U(2%).
Pentru 2 avem 2,4, 8, 6 (perioada de 4); 15 : 4 rest 3 = ultima cifra: 8.
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Atentionare. Dacd restul impartirii este zero, atunci ultima cifrd a puterii date este ultima
variantd din ciclu.

Exemplu de calcul a ultimei cifre a unei sume de puteri: Calculati U (23723 + 3152026),
U(237123) _ U(7123) : U(3152026) _ U<52026) '

7" 7,9,3,1 (perioadd 4), 123 : 4 rest3 = U(7123) = 3.
U(5*) = 5.

U (237'% + 315%%) = U (U(237'%) + U(315*)) = U(U(7'%) + U(5*)) = U(3+5) = U(8) = 8.

Suma lui Gauss
Suma primelor n numere naturale nenule consecutive.

Pentru n € N*: .
1+2+3+---+n=n(n;).

Ex.: 1+2+---+10=1%1 =55

Suma numerelor naturale consecutive de la « la b.

Pentrua,b € N, a < b:

a+(a+1)+ --+b= (b_a+21)(a+b)-

Atentionare. Formula se aplicd doar pentru numere consecutive (diferenta este 1 intre termeni).

Numarul termenilor dintr-o suma de numere naturale consecutive

Delaalab (cupas 1). Daca a,b € Nsi a < b, atunci in suma
a+(a+1)+---+b

numarul termenilor este:
n=b—a-+1.

Ex.: 7+8+---+20aren =20—7+ 1 = 14 termeni.

Atentionare. Formula n = b — a + 1 este valabild doar pentru numere consecutive (adica diferenta
dintre termeni este 1).
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Exemplu. Multiplii lui 12 sunt 0, 12, 24, 36,48, . . ., iar ai lui 18 sunt 0, 18, 36, 54, . . ., deci

[12, 18] = 36.

Determinarea celui mai mic multiplu comun utilizind descompunerea in factori primi.

Determinarea celui mai mic multiplu comun utilizind descompunerea in factori primi.

— Etapa 1: se descompun numerele date in factori primi.

— Etapa 2: se aleg toate numerele prime care apar in cel putin una dintre descompuneri
(factorii primi care apar in descompuneri).

— Etapa 3: Se calculeazd C.M.M.M.C. inmultind toti acesti factori primi, luati o singura
datd, la puterea cea mai mare pe care au avut-o in descompunerile numerelor date:

Exemplu:
m =360=2%.3%.5, n=420=22.3".5". 7.

Factorii primi care apar in descompuneri sunt 2, 3, 5, 7, deci:

[m’ n] — 2max(3,2) . SmaX(Q,l) . 5max(1,1) . 7max(0,1) — 23 . 32 . 51 . 71 — 2520

Atentionari:

se folosesc toti factorii primi care apar in cel putin una dintre descompuneri, iar fiecare
se ia o singura data, la puterea cea mai mare.

Daca unul dintre numere este multiplu al celuilalt, atunci C.M.M.M.C. este numarul mai
mare.

C.M.M.M.C. este un numar nenul (de aceea, 1n definitie lucram cu a,b € N¥).

C.M.M.M.C. al lui a si b este cel mai mic numar natural nenul care este multiplu al
amandurora, nu ,,un multiplu comun oarecare”.

Proprietati utile.

la,b] = [b,al.

[a, 1] = a pentru a € N*.

[a,a] = a pentru a € N*.

Dacid a | b, atunci [a, b] = b.

Legatura cu CM.M.D.C.: a-b=(a,b)-[a,b] (pentrua,b € N¥).
Pentru orice k € N*:  [ka, kb] = k [a, ]].
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Multimea multipilor comuni ai doua sau mai multor numere

Definitie. Fie a1, as,...,a, € N*. Un numdr m € N se numeste multiplu comun al numerelor
ai,as, . ..,a, daca:
ay |m, ax|m, ..., a, | m.

Multimea tuturor multipilor comuni se noteaza:

M.(ay,aq,...,a,).

Proprietate esentiala.
Dacd L este cel mai mic multiplu comun al numerelor a4, as, . . ., a,

atunci multimea multiplilor comuni este multimea multiplilor lui L.

Adicd, dacd [ay,aq,...,a,] = L, atanci M.(ay,as,...,a,) = M.

Cu alte cuvinte, pentru a gasi toti multiplii comuni, calculam mai intdi cmmmc si apoi
scriem multiplii lui cmmmc.

Exemplu scurt.

Pentru 4 si 6 avem [4, 6] = 12, deci
M.(4,6) = M, = {0,12,24,36,48,...}.
Pentru 3, 5 si 6:

3,5,6] =30, M.(3,5,6) = {0,30,60,90,120,...}.

Legatura dintre C.M.M.D.C. si C.M.M.M.C.

Relatia fundamentala (pentru a, b € N*):

a-b=(a,b)-[a,bl.

Consecinta:
a-b a-b
b = i b) = :
R G
Exemplu: pentru a = 24 si b = 60 avem (24, 60) = 12, deci
24-60
24,60] = —— = 120.
[ Y ] 12

Atentionare: formulele se folosesc doar pentru a, b # 0 (adica a, b € N*).
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Scara unui desen (a unei harti)

Definitie. Scara unui desen (sau a unei hérti) aratd de cate ori este micsorata sau marita realitatea.
Scara se noteaza, de obicei, sub forma:

l:n sau 1/n,

si se citeste ,,unu lan’.

Interpretare.

La scara 1 : n, 1 unitate pe desen corespunde la n unitati in realitate.
Scaral:n (cun > 1) este o micsorare.

Scaran : 1 (cun > 1) este o marire (folosita frecvent la desene tehnice).
Formule. Notam:

L, = lungimea pe desen / pe harta,
L, =lungimea reala,

scara 1 : n (cun # 0).

Atunci: I 1 I
L, n n

Exemple scurte.

Pe o hartd cu scara 1 : 100000, 1 cm reprezintd 100000 cm = 1 km 1n realitate.

La scara 1 : 50000, un segment de 4 cm pe hartd reprezinta:

L, = 50000 - 4cm = 200000 cm = 2 km.

La scara 1 : 200, o lungime reald de 6 m = 600 cm se deseneaza cu:

600
Ld = % = 3cm.

Atentionari.

In calcule, L, si L, trebuie exprimate in aceleasi unitati (de exemplu, ambele in cm).

La harti, valorile lui n sunt de obicei mari; este utild conversia:

100000 cm = 1 km, 1000 m = 1 km.
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Procente
Definitii
Raport procentual. Un raport de forma
a
100

se numeste raport procentual. Numadrul « aratd cate ,,parti din 100” ludm.

Procent. Cand scriem p%, numirul p se numeste procent.

Un procent inseamnd o sutime:

1% =0,01.

~ 100

In general:

. o . N o p .. o .
Interpretare. A spune ,,p% dintr-o mirime” inseamna ,,raportul procentual —— din acea mirime”.

Exemple scurte.

25% = &= =0, 25.

7.5% = L5 = 0,075.

100

_ 120 __
120% = 1280 = 1,2,

Atentionare.

In probleme, trebuie precizat mereu intregul (baza): ,,p% din ce / din cét se calculeazi?”.
In calcule, este util si inlocuiesti p% cu g

100 sau, uneori, cu srierea sub forma de fractie

zecimala.

Aflarea a p% dintr-un numar
Reguli. Dacid A este un numar, atunci:

p%dinAzl%.A.
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Exemple scurte.

15% din 200: 5
2900 = 30.
100 00 =30
7,5% din 80:
0,075 - 80 = 6.
20% din (—50):
20
2 (250) = —10.
100 (PO =10

Aflarea unui numar cand cunoastem p% din el

Regula. Dacid p% (cu p # 0) din numirul A este egal cu B, adica

P A= B,
100
atunci, scriem ca proportie si aplicdm ,,produsul mezilor = produsul extremilor”:
p-A_ B 100 - B
——=— = p-A=100-B = A= .
100 1 b P
Exemple scurte.
Daci 25% din A este 50, atunci:
50 - 100
A= = 200.
25
Daci 12, 5% din A este 30, atunci:
30
A= = 240.
0,125 0

Atentionare.

In aceasti situatie, p trebuie si fie nenul (nu are sens ,,0% din A” pentru a determina A).

Calculul raportului procentual p%. Calculul procentului p.

Definitie. Raportul procentual (p% sau 15) aratd cét la suta reprezinta numérul ¢ din numérul b

(b # 0):
a = p% din b.
Se citeste ,,a reprezintd p% din b”.
Putem scrie:
. P a p-b a P a a
= dinb =a=—"—b = - ="+ =2 -—-=-— = = - = —-100
@ =p/din “= 100 1~ 100 b 100 ph=gsaup=y
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Exemple scurte.

30 din 200:

30
P=500 100 = 15 = 30 reprezintd 15% din 200.
18 din 24: 13
P=gp 100 = 75 = 18 reprezintd 75% din 24.
Atentionare.

Baza este b (numdrul ,,din care” se calculeaza procentul), deci trebuie sa fie b # 0.

Cresteri si scaderi cu p%

Idee. O crestere/scadere procentuald se face raportandu-ne la valoarea initiala.

Formule. Daca valoarea initiala este A, atunci:

Crestere cu p%:

p p
Apon = A A:A(l )
+ 100 * 100

Scadere cu p%:

Anou:A—pA:A<1—p>.
100 100

Exemple scurte.
Pret 200 lei, creste cu 15%:

15
200 (1 + 100) =200-(140,15) =200 -1, 15 = 230 lei.

Cantitate 80 kg, scade cu 25%:

25
80(L—Hm):80«1—0@@::&»075:60m;

Atentionare.

O crestere cu p% urmatd de o scidere cu acelasi p% nu are ca rezultat valoarea initiala,
deoarece baza de calcul se schimba.
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pe axa orizontald este, de obicei, timpul (ziua, ora);
pe axa verticala este valoarea (grade, km, lei etc.);

punctele unite aratd evolutia.

Exemplu (temperatura intr-o saptamana). Temperaturile (in °C) in 7 zile sunt:

(1,2), (2,4), (3,6), (4,5), (5,7), (6,8), (7,6).

ziua cu temperatura maxima este ziua 6 (8°C);

cresterea de la ziua 1 la ziua 3 este: 6 — 2 = 4°C;

scaderea de la ziua 6 la ziua 7 este: 8 — 6 = 2°C.

Grafic liniar.

Temperatura (°C)

Ziua

Atentionare.

Nu confunda valoarea cu diferenta dintre doud valori consecutive.

Pasi rapizi pentru examen
Citeste titlul si unitatile (lei, elevi, kg, km, % etc.).
Identifica totalul 7" (daci este nevoie).
Citeste corect valorile din tabel/diagramad/grafic.

Fa operatia cerutd: suma, diferenta sau procentul.
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Pasul 4. Prin incercéri succesive giasim x = 3 si astfel 243 x 3 = 729.

Scriem cifra 3 la rezultat.

Scriem 729 sub 827, efectuam scaderea si obtinem 98.

Coboram ultima grupd (56) si obtinem numarul 9856.

Dublam rezultatul (123 x 2 = 246) si 1l scriem 1n dreapta jos, sub 243 -3 = 729 .
Ciautam cifra x astfel incat 246 - = si fie cel mai mare numér mai mic sau egal decat 9856.
Incercim 2464 x 4 = 9856. Calculul se incheie exact.

152 27 56

NN N

1
— 52
44

= 827
729

= 9856

123

1-1=1
22.-2=44
243 -3 =729
246z - z =

Pasul 5. Prin incercari succesive gasim gasim z = 4 si astfel 2464 x 4 = 9856.
Completdm rezultatul cu cifra 4 (dreapta sus). Scadem 9856 din 9856 si obtinem O.

Astfel, calculul se Incheie exact.

152 27 56

L N N

Concluzie.

1234

1-1=1
22.2=44
243 -3 =729
2464 - 4 = 9856

V1522756 = 1234.

Cazul in care numarul nu este patrat perfect (rotunjiri sau aproximari).

Dacéa numarul » nu este patrat perfect, atunci:
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a
Cazul 2. ——, b # 0sic > 0, se amplifica fractia cu partea irationald a numitorului

by/c
a ay/c :a\/E
by/e byc e o be
Exemplu.
5  5V/3 53
23 2:3 6
Cazul 3. a—i—l\/l_) Se amplifica fractia cu conjugata a — Vo
1 B a—+b 7a—\/5
a+vbh (a+vb)(a—Vb) a?—b’
Exemple:
2 23-v2)  23-v2) 23-V2)
3+v2  3+vV2)B3-v2)  9-2 T
2 2(5 — 3v/2) C2(5-3v2)  2(5-3v2)  2(5-3V2)
543v2 (5+3v2)(5-3v2) 52— (3v2)?2  25-18 7

1
Cazul4. ——— Se amplifici fractia cu conjugata a + v/b:

a— /b
1 a—l—\/g a—i—\/g

a—vVb (a—vVb(a+Vb) a®—b’
Exemple:

3 35+v3)  3(5+v3)  3(G+3)

5-v3 (G-V(G+VE)  2%-3 2

33 33(7+3v3)  33(7T+3V3)  33(T+3v3)  3(7T+3V3)

7-3V3 (T-3V3)(T+3V3) T — (332  49-27 2

Atentionare. In cazurile 3 si 4, dupa amplificarea cu conjugata, la numitor apare intotdea-
una diferenta patratelor:

(a+ Vb)(a — Vb) = a® — b,

deci intre termeni rezultati la numitor in urma amplificarii fractiei cu conjugata vom avea intotdeauna
semnul MINUS.
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Compararea numerelor cu radical

Idee. Pentru a compara numere cu radical, transformam expresiile astfel incat sd ajungem la radicali
de acelasi tip (de obicei /), apoi comparim numerele de sub radical. In acest capitol folosim
introducerea factorilor sub radical:

kva=vVk?-a (k>0,a>0).
Observatie.

Daci A < Bsi A, B > 0, atunci VA < v/B.

Pentru numere negative, compararea se face pastrand semnul minus in fata.

Cazul 1: ambele numere cu radical si pozitive

Regula. Pentru m,n > 0si a,b > 0, comparam:
my/a si nvb
introducand factorii sub radical:

myva = vVm?2a, nvVb = v'n2b,

apoi comparim m?a si nb.

Exemplu. Comparati 2v/5 si 3v/4.
2V5=v22-5=v20, 3V4=+v3.4=1/36.

Deoarece 20 < 36, rezulta:

25 < 3V/4.

Cazul 2: ambele numere cu radical si negative

Regula. Pentru m,n > 0si a,b > 0, compardm:
—my/asi — nvb
transformand mai intdi radicalii (ca la cazul 1), apoi tinem cont cd la numere negative ordinea se
inverseaza:
dacd vVm?a < vn?batunci — vVm?a > —vn?b.
Exemplu. Comparati —2+/5 si —3/4.
—2v/5 = —v/20, —3V4 = —V/36.

Deoarece /20 < +/36, rezulta:

V20> V36 = —2v5>—3V4.
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rotunjire (la unitati, zecimi, sutimi, miimi etc.).
Trimitere. Regulile si exemplele pentru:
Aproximarea prin lipsd a fractiilor (numerelor) zecimale;

Aproximarea prin adaos a fractiilor (numerelor) zecimale;

Rotunjirea fractiilor (numerelor) zecimale

sunt aceleasi si pentru numere reale; ele au fost prezentate in sectiunea Numere rationale. Fractii
(numere) zecimale.

Partea intreaga a unui numar real (aprofundare)

Definitie. Pentru orice numir real x, partea intreaga a lui = este cel mai mare numar intreg mai
mic sau egal cu x. Se noteaza:
[z].

Deci:
] €Z si [z] <x<[z]+ 1.

Interpretare pe axa. [z] este intregul la care ajungem daci ,,cobordm” din x la stinga
pand la cel mai apropiat intreg. Daca x este un numar intreg, atunci partea intreagd a lui x este chiar
numadrul Xx.

Exemple.

[—1,7] = —2 (deoarece —2 < —1,7 < —1).
[\/2_0} = 4 (deoarece 4 < /20 < 5).

Proprietati.

Incadrare. Pentru orice z € R, [z] este unicul numir intreg care satisface:

[z] <z < [z]+ 1.

Numere intregi.
] =2 <= z € Z.

Adunarea cu un intreg. Pentru orice © € R si orice n € Z:
[z 4+ n] = [z] + n.
Suma cu opusul.
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|z] <0 <= x=0.
2) Inecutii de forma |z| > asi [z| > a

Regula. Pentru a > 0:
|z] >a <= x < —asauz >a <= x € (—o0,—a)U (a,+00),
|z > a <= < —asaux >a < x € (—0o0,—a| U [a,+00).
Caz special. Dacid a < 0, atunci |z| > a este adevdrat pentru orice = € R, deci:

S =R.

Exemplu.
2] >2 <= < —2saux >2 <= x € (—00,—2) U (2,400).
3) Inecutii de forma |z — a| < b, |z —a| < b, |xr —a| > b, |z —a] > b
Regula. Pentru b > 0:
|t —a|<b <<= a—-b<zr<a+b << z€(a—ba+b),
[t —a|<b <= a-b<zx<a+b <= zecla—ba+b,
|t —a|>b <= z<a—bsaux >a+b < x € (—oo,a—b)U(a+b,+00),
|t —a|>b <= z<a-—-bsawzr>a+b <= z € (—00,a—bUla+b,+00).
Caz special. Dacd b < 0, atunci |z — a| < bsi | — a| < b sunt imposibile:
S =0o.

Daci b = 0, atunci:
|t —a| <0 <= z =ua.

Exemplu.
|t —2|<3«= -3<2r-2<3<«= —-1<zx<5<=zxec|[-1,5]
4) Inecutii de forma |A(x)| < ¢ (metoda prin cazuri)

Daca ¢ > 0, atunci:
|A(z)| < ¢ <= —c< A(z) <c

Dacia ¢ < 0, atunci
|A(x)| < ceste imposibil: = S = @.

Exemplu.

20 — 1| <b<= -b<2r—1<h<= 4<2u<b<= 2<xr <3< 1x€(-23).
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Deci, in forma monica, ecuatia devine:

22 — (21 + 29)2 + 1175 = 0.

Compararea coeficientilor. Avem doud forme ale aceleiasi ecuatii:

b

c
24 -z+-=0 si x2—(x1+x2)x+x1x2:0.
a a
Egaldm coeficientii lui x si termenii liberi:

b b
—(ZL‘l—l-Ig) = — > ZE1+$2:—*,
a a

C
T1To = —.
a

Relatiile lui Viete.

@)

T+ Ty = —— Sl T1 Lo = — |
a

Notarea cu S si P a sumei si produsului radacinilor.

Se noteaza adesea:
S:$1+I2, P:mle.

Atunci relatiile lui Viete devin:
: P =

C
I
a

iar ecuatia se poate scrie:

22— Szr+P=0.

Observatie. Forma 22 — Sz + P = 0 este foarte utild atunci cand lucrim direct cu suma
si produsul rdadécinilor, fara a calcula explicit z; si zs.

Exemplu 1 (verificare).

Pentru ecuatia:
2 =52 +6=0,

avema =1, b= —5, ¢ = 6, deci:

vvvvv

S=2+4+3=5, P=2.3=6.
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Exemplu 2 (determinarea ecuatiei din S si P).

Séa se scrie ecuatia de gradul al II-lea (monicd) care are
S = -3, P=—-4

Atunci:
=Sz +P=0=2"—(-3)x+(-4)=0=2"+3z—-4=0.

Exemplu 3 (determinarea ecuatiei din radacini).

Sd se scrie ecuatia de gradul al 1I-lea cu a = 1 care are rddacinile z; = 1 si 29 = —4.

S:$1+$2:1+(—4>:—3, P:I1$2:1(—4):—4

Deci:
22— Sr+P=0= 22+3x—4=0.

Exemplu 4 (determinarea a doua numere cand se cunosc suma si produsul).

Sa se determine doud numere reale a si b, cu a > b, stiind ca suma lor este egald cu 2/3 si produsul
egal cu 1.

Vom considera cd cele doud numere (a si b) sunt raddcinile z; si x5 ale unei ecuatii de
gradul al doilea (cu necunoscuta x):

S:x1+x2:2\/§, P=xi29=1.
Formam ecuatia de gradul al II-lea in functie de S si P:
?—Sr+P=0 = 2°-2V3z+1=0.
Calculdm discriminantul:
A =b —dac = (—2V3)? — 4
VA=+8=2

1-1=12-4=
V2.
Radacinile ecuatiei sunt:

g o 2VBN2 a5

. _WBEN2 . e s

i) 5

Raspuns: numerele ciutate sunt
a=V3+Vv2 si b=V3-V2.

(intr-adevar, suma lor este 2\/3, iar produsul este 1)

Atentionare.
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Factorul comun

Idee. Cand mai multi termeni au ,,ceva in comun” (un numdr, o literd sau o expresie), putem scoate
factorul comun in fata parantezei. Aceastd transformare se numeste descompunere in factori si se
bazeaza pe distributivitate:

ab+ ac = a(b+ c).

Cum determinam factorul comun.

La coeficienti alegem cel mai mare divizor comun (pentru numere).
La litere alegem puterea cea mai micd care apare acea literd in toti termenii.

Daci o expresie apare identic Tn mai multi termeni, ea poate fi factor comun.

Exemplul 1 (factor comun numeric).
6z +9 = 3(2z + 3).

Aici factorul comun este 3.

Exemplul 2 (factor comun numeric si literal).
572 — 10z = 5z(z — 2).
Factor comun: 5.
Exemplul 3 (coeficienti negativi).
—4dz + 12 = —4(x — 3).

Factor comun: —4 (este util sd scoatem factorul comun negativ pentru a obtine o parantezd mai
simpld).

Exemplul 4 (doua variabile).

12a*b + 18ab® = 6ab(2a + 3b).
Factor comun: 6ab.
Exemplul 5 (factor comun o expresie).
(z—1)22+3)— (z—1)(z—5) = (z — 1){(21’—1—3) — (x—5)]
Continudm:

(e =D[Qe+3)—(z-5)] = (z-1)2r+3-x+5) = (z—1)(x+8).

Exemplul 6.
15a*b* — 10a%b° = 5a*b*(3a* — 2b°).
262

Factor comun: 5a°b” (puterea cea mai micd la a este 2, iar la b este 2).
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Reprezentare (exemplu cu puncte in cadrane diferite).
Consideram punctele:
A(2,4) si C(—1,-3).

Construim punctul auxiliar P(—1,4) (acelasi = ca la C' si acelasi y ca la A), pentru a evidentia
diferentele pe axe.

In acest exemplu:

AC =12 (-1))2+ (4 — (-3)2 = VF 1+ 72 = V/58.

Mijlocul unui segment
Definitie. Punctul M se numeste mijlocul segmentului [AB] daci:

M € [AB];

AM = MB.

Formula mijlocului. Dacd

A(xy,y1) si B(xa,y2),

atunci mijlocul segmentului [AB] este punctul:

M<$1+$2, ?/1+yz>.
2 2
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Determinarea functiei de gradul I din conditii.

1) Din doua puncte ale reprezentarii grafice. Daca stim cd reprezentarea grafica trece prin
A(x1,11) si B(za, y2) cu 1 # xo, (sau cd cele doud perechi de numere apartin graficului functiei)
atunci existd o unicd functie de gradul I f(x) = ax + b care verifici:

ary +b =1y
ary +b =1y

de unde se determina a si b.

Exemplu. Reprezentarea grafica (dreapta) trece prin A(0, 2) si B(3, 8).
a-0+b=2 b=2
= =a=2.
3a+b=38 3a+2=28

P R-R,  flz)=2z+2

Deci:

2) Dintr-o radacina si o valoare. Dacad stim cd f(z9) = 0si f(x;) = v, atunci:
axy+b=0, ary + b=y,

si determindm a si b.

Intersectia graficelor a doua functii de gradul 1.

Fie doud functii de gradul I:
fR=>R,  f(xr)=az+b, g:R—>R, g(x)=ax+ bs.
Punctul (sau punctele) comune celor doud grafice se obtin rezolvand ecuatia:
fz) = g().
Adica:
a1r + bl = Q9 + bg.
Rezolvdm aceastd ecuatie pentru a afla abscisa z( a punctului de intersectie, apoi calculdm ordonata:
Yo = [(xo) (sauyo = g(zo)).

Deci punctul de intersectie este:
P(zo,y0)-

Observatie.

Dacd a; # as, ecuatia are o singurd solutie, deci graficele se intersecteaza intr-un singur
punct.
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