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6. Multimi de obiecte concrete:
Mg = {Dacia, Ford, Volkswagen, Toyota}
Aceastd multime contine diferite marci de masini.

7. Multimi de culori:
M = {rosu, albastru, galben, verde }

Aceastd multime contine nume de culori.

Observatie: In toate exemplele, elementele sunt bine determinate si distincte, iar ordinea
lor nu este relevantd pentru definirea multimii.

Reguli importante in scrierea multimilor
La scrierea unei multimi, trebuie respectate doud reguli fundamentale:

1. ELEMENTELE SUNT DISTINCTE (UNICE): Un element nu poate aparea de doud ori
intr-o multime. Daci un element apare de mai multe ori in descriere, el se scrie o singuri daté
in scrierea multimii.

Exemplu: Multimea literelor din cuvantul "banana" este {b, a,n}, nu {b, a,n, a,n,a}.

2. ORDINEA ELEMENTELOR NU CONTEAZA : Schimbarea ordinii elementelor nu modi-
ficd multimea.

Exemplu: {1,2,3}, {3,1,2} si {2, 3, 1} reprezintd aceeasi multime.

Apartenenta si neapartenenta
* Dacd un obiect x este element al multimii A, spunem cd = apartine multimii A si scriem:
reA

* Daci un obiect y nu este element al multimii A, spunem cd y nu apartine multimii A si
scriem:

y¢gA

 Simbolurile € si ¢ se numesc simboluri de apartenenta.

Multimea vida

* Multimea vida este multimea care nu are niciun element.

* Se noteaza cu () sau cu {}.

0=1{)

* Atentie! Multimea {0} nu este multimea vida, deoarece contine un element (numérul zero).

6
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Cardinalul unei multimi. Multimi finite si infinite

Cardinalul unei multimi

* Cardinalul unei multimi reprezintd numarul de elemente ale acelei multimi.
* Cardinalul multimii A se noteazi cu |A| sau cu card A.

* Pentru multimea vida, cardinalul este 0: |} = 0.

Exemple:

1. Pentru multimea A = {2,4, 6,8}, avem card A = 4.
2. Pentru multimea B = {a, ¢,1,0,u}, avem |B| = 5.
3. Pentru multimea solutiilor ecuatiei 2 = 9, adici S = {3, 3}, avem | S| = 2.

0| = 0.

4. Pentru multimea vida,

Multimi finite si multimi infinite

* O multime se numeste finita daca are un numadr finit de elemente, adica daca putem enumera
toate elementele sale si numdrul acestora este un numdr natural.

* O multime se numeste infinita daci nu este finitd, adica are o infinitate de elemente (nu putem
scrie toate elementele sale intr-o listd care sd se termine).

Exemple de multimi finite:

* {1,2,3,4,5} are 5 elemente.
* Multimea elevilor din clasa voastra.

* Multimea literelor alfabetului roméanesc (are 31 de elemente).
Exemple de multimi infinite:

¢ Multimea numerelor naturale: N = {0,1,2,3,...}
 Multimea numerelor intregi: Z = {...,—2,—1,0,1,2,...}

* Multimea punctelor de pe o dreapta.

Observatie: Multimea vidi () este 0 multime finiti, cu cardinalul egal cu O (zero).

Inapoi la cuprins
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Proprietiti fundamentale ale relatiei de incluziune:

Pentru orice multime M, sunt adeviarate urmatoarele afirmatii:

1. Multimea vida este submultime a oricarei multimi.
Formal scriem: () C M pentru orice multime M.
Explicatie: Definitia unei submultimi spune cd ,,A este submultime a lui B dacd orice element
al lui A este si element al lui B.” Pentru multimea vida, care nu are niciun element, aceasta
conditie este indeplinitd Tn mod automat. Nu existd niciun element in () care si nu fie si in M.
Exemplu: Fie M = {1,2,3}. Atunci ) € M. Chiar dacd M contine elemente si multimea
vida nu contine niciun element, multimea vida este intotdeauna submultime a sa.

2. Orice multime este submultime a ei insasi.
Formal scriem: M C M pentru orice multime M.
Explicatie: Conform definitiei, toate elementele lui M sunt, evident, elemente ale lui M.
Aceasta este o proprietate de reflexivitate a relatiei de incluziune.
Exemplu: Pentru M = {a, b, c}, avem M C M. Fiecare element a, b si ¢ apartine lui M.

Consecinte si observatii importante:

* Aceste doud proprietdti aratd ca pentru orice multime M existd intotdeauna cel putin doud
submultimi: multimea vida () si insdsi multimea M.

* Ele sunt adevirate indiferent de natura elementelor lui M si chiar dacid M este vida.
* Pentru multimea vida 0, avem () C () (este adeviratd atat prima cit si a doua proprietate).

* Aceste proprietati definesc cele doud submultimi improprii ale oricarei multimi.

Atentie 1a o confuzie frecventd: Desi () C M este adevirat pentru orice M, nu trebuie
confundat cu apartenenta. De exemplu, pentru M = {1, 2, 3}, avem:

* () € M (Adevirat: multimea vida este submultime a lui M)
* () € M (Fals: multimea vidi nu este un element al lui M)

In mod similar, M C M este adevirat, dar acest lucru nu inseamnii ci M este element al lui M.

Atentie la diferenta dintre apartenenta si incluziune:

* Apartenenta (simbolul €) este o relatie intre un element si 0 multime. Exprimad faptul cd
un obiect este un membru al unei multimi. De exemplu: a € {a, b, c}.

¢ Incluziunea (simbolul C sau C) este o relatie intre doud multimi. Exprima faptul multimea
A este inclusd in multimea B, adicd exprima faptul cd toate elementele multimii A sunt si
elementele altei multimii B.
De exemplu: A={a,b} si B={a, b, c}, atunci A C B.

12
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Produsul cartezian a doua multimi

Definitie: Fie A si B doud multimi. Produsul cartezian al multimilor A si B este multimea
tuturor perechilor ordonate (a, b), unde primul element ¢ apartine multimii A, iar al doilea element
b apartine multimii B.

* Notatie: A x B (citim ,,A ori B” sau ,,produsul cartezian dintre A si B”).
* Definitie formala: A x B = {(a,b) | a € Asib e B}.
* Elemente: Perechi ordonate (a, b), unde ordinea conteaza: (a,b) # (b, a), daci a = b.

* Cardinal: Dacid A si B sunt multimi finite, atunci |A x B| = |A| - |B]|.
Exemple:

1. Fie A= {1,2} si B = {z,y}. Atunci:
Ax B ={(1,2),(1,9),(2,2),(2,y)}
Observati ¢i |A| = 2, |B| = 2, iar |A x B| =4,
2. Fie A = {a,b} si B = {1, 2, 3}. Atunci:

A x B ={(a,1),(a,2),(a,3),(b,1),(b,2),(b,3)}

3. Produsul cartezian R x R (notat R?) reprezintd multimea tuturor punctelor dintr-un plan.
Observatii importante:

* Ordinea conteazi: In general, A x B # B x A. De exemplu, pentru A = {1,2} si
B = {z.u}:
B x A={(z,1),(z,2),(y,1),(y,2)} # Ax B

* Produsul cartezian cu multimea vida: Pentru orice multime A, avem A x () = () x A = ().

* Reprezentare geometrica: Dacd A si B sunt submultimi ale lui R, atunci A x B poate fi
reprezentat ca o retea de puncte in planul cartezian.

* Produsul cartezian a trei multimi: Se defineste similar:
Ax BxC={(a,b,c)|ac Abe B,ceC}
iar cardinalul este |A| - | B| - |C| (pentru multimi finite).
Atentie!
* Elementele produsului cartezian sunt perechi ordonate, nu multimi.

24
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Cardinalul diferentei a doua multimi

Pentru doud multimi finite A si B, cardinalul diferentei A \ B se poate calcula astfel:

|A\ B| = |[A[ - |AN B

Explicatie: Elementele lui A care nu sunt in B sunt exact elementele lui A minus cele
comune cu B.

Exemplu: Pentru A = {1,2,3,4}si B = {3,4.5,6,7}:

A\B|=4-2=2

Verificare: A\ B = {1, 2} are 2 elemente.

Observatie: Aceastd formuli reflectd exact definitia diferentei: elementele lui A care nu
sunt in B se obtin scizind din totalul elementelor Iui A pe cele care sunt si in B (adicd intersectia).
De remarcat ci pentru a calcula |A \ B| nu este necesar sid cunoastem cardinalul reuniunii |A U B/,
ci doar pe cel al intersectiei.

Cardinalul diferentei simetrice

Pentru doud multimi finite A si B, pentru calculul cardinalului diferentei simetrice AAB avem doui
relatii:

AAB| =|AUB|-|ANB||
|AAB| = |A| +|B| —2/An B

Explicatie: Diferenta simetricd contine toate elementele din reuniune, mai putin cele din
intersectie.

Exemplu: Pentru aceleasi multimi:
|AAB|=7—-2=5 sau |AAB|=4+5-2x2=5

Verificare: AAB = {1,2,5,6,7} are 5 elemente.

Cardinalul produsului cartezian

Pentru doud multimi finite A si B, cardinalul produsului lor cartezian este egal cu produsul cardina-
lelor celor doud multimi:

|Ax Bl =|A]-|B|

ordonata (a, b) cu un element b € B. Deci, numadrul total de perechi este |A| inmultit cu | B).

28
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a) MUN = {a,b,c,d,e, f}
b) MNN = {C, d}
c) M\ N = {a,b}

d) Maiintdi: N\ P = {c,e}si P\N = {b, h}. Atunci NAP = (N\P)U(P\N) = {c,e, b, h}.
(Ordinea nu conteaza.)

Exercitii cu cardinalul multimilor

4. Intr-o clasi, 18 elevi practicii fotbal, 15 practici baschet, iar 6 practici ambele sporturi.

a) Cati elevi practicd cel putin un sport?

b) Cati elevi practica doar fotbal?

Rezolvare: Fie F' = multimea elevilor care practici fotbal, B = cea a celor care practicd
baschet. Date: |F| = 18, |B| = 15, |[F N B| = 6.

a) [FUB|=|F|+|B|—|FNB|=18+15—6=2T.
b) |[F\B|=|F|—|FNB|=18—6=12.

Raspuns: 27 de elevi practica cel putin un sport; 12 elevi practica doar fotbal.

Exercitii cu multimile numerice

5. Precizati cireia sau ciror multimi numerice (N,Z, Q,R \ @, R) apartine fiecare dintre
numerele:

a) 0

b) —5
) 2
3
d) V4
e) Vb

f) 0,121212... (periodic)
Rezolvare:
a) 0 € N,Z,Q, R (in definitia cu 0 inclus)
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